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6.1 Ableitung

6.1 Ableitung

Die wichtigste Anwendung des Grenzwertbegriffs besteht in der Erlérung und Behandlung
der aktuellen Verdnderungsrate. Als Einfiihrung betrachten wir

BEISPIEL 1 Das Gesetz von Weber-Fechner Ein Reiz der Intensitdt I , verursacht
z.B. durch Schall oder mechanischen Druck, Licht oder chemische Priiparate bewirkt bei einem
Lebewesen eine Reaktion (oder Empfindung) R (/) . Nimmt / um einen festen Wert h zu, so
wichst R (1) umso weniger, je grofler I ist (Husten im Rockkonzert oder wihrend der Pianostelle
einer Gesangsarie wird unterschiedlich laut empfunden). Messungen haben gezeigt, daf3 der
Zuwachs von R (I) fiir kleine h annihernd proportional zum relativen Zuwachs von I , also

R(I+h)—R(I):a§.

Fiir die mittlere Verdnderungsrate von R gilt also

R(I+h)—R(I) _a
h I

und zwar mit zunehmender Genauigkeit, wenn h kleiner wird.
Ein mathematisches Modell, welches die Meflergebnisse moglichst gut wiedergibt, entsteht
durch Grenziibergang h gegen Null. Man sagt, daf3

R(I+h)—R(I)

R/ (I) = limhﬂo h

die aktuelle Verinderungsrate ist und erhélt

a
R (I)=-.

(=1
Dies ist eine Gleichung fiir die unbekante Funktion R . Man spricht von einer Differential-
gleichung . Spéter werden wir aus der Diffferentialgleichung und aus einer Anfangsbedingung ,
etwa R (ly) = 0, wobei [ eine Reizschwelle ist, die Funktion R bestimmen.

BEMERKUNG 1 Bei zeitabhéingigen Prozessen t — f (¢) nennt man

ft+h) = f(t)
h

auch mittlere Wachstumsrate oder die mittlere Geschwindigkeit und

fE+h) = ()
h

limy,_o
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Ableitung 6.1

die momentane Wachstumsrate oder momentane Geschwindigkeit .

Mathematisch definiert man:

DEFINITION Eine Funktion f : Dy — R heifit differenzierbar, wenn fiir jedes a € Dy
der eigentliche Grenzwert

fla+h)—f(h)
h

existiert. f’(a) oder % (a) heifit dann die Ableitung von f im Punkte a .

eR

f'(a) := limgzp o

BEMERKUNG 2 Wichtig ist die geometrische Interpretation der Ableitung, die man aus
der Skizze abliest: Die Tangentensteigung f'(a) ist (definitionsgemifl) der Grenzwert der Se-
kantensteigungen.

hy
f (a + hl) -----------------------------------------------------
— |
\ / + Steigung der Sekante
/|
F (@t ha) gt [ flath)—f(a)
f (a,) -------------- : h2

a+ ho

SATZ Ist f differenzierbar, so ist f stetig.
Es ist

PR ZT@ i )] = 7 @0+ (@)= 7 (a)

lim, ., f (z) = limp—o f (a + h) = limp, 0

BEISPIEL 2 Ein Koérper wird zur Zeit t = 0 mit der Anfangsgeschwindigkeit vy = 15 msec™?
senkrecht nach oben geworfen. Bezeichnen wir mit f (¢) den zur Zeit ¢ zuriickgelegten Weg und
ist f(0) =0, so gilt nach dem Fallgesetz

flt)=vo-t=5 -,
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6.1 Ableitung

Wegdifferenz

wobei ¢ = 9.81 ms~2 die Erdbeschleunigung ist. Fiir die mittlere Geschwindigkeit = 7o tdiferens

erhalten wir

F+h) —f(t) wo-(t+h) =% (E+h)"—(wn-t—%-1)

h h

vwh—g-t-h—2%. h?
g tho g T,

also
fE+h)—f()
h

Die maximale Hohe ist erreicht, wenn die Geschwindigkeit Null ist, d.h. zur Zeit 7 mit f' (1) =
0 . Es muf} also gelten vy — g - 7 =0 oder

f/(t):hmhﬂo :Uo_g't_g'hmhﬂﬂhzvﬂ_g't'

Vo
T=—
g
Die maximale Hohe H ist demnach
v g [v\® 1 02
H=f(r)=v-——%" (—) =—.2~115m
g 2 \y 2 g
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Berechnung von Ableitungen

6.2 Berechnung von Ableitungen

6.2

Wie bei den Grenzwerten, lassen sich Ableitungen hiufig mit Hilfe von Stadardbeispielen

und Rechenregeln berechnen. Wegen der speziellen Struktur der Grenzwerte limy,_,q
ergeben sich hierfiir auch spezielle Rechenregeln.

h

f+h)—f()

Die Ableitung der wichtigsten Standardfunktionen ist der folgenden Tabelle zu entnehmen:

Definitionsbereich f (z) f(x)
R ¢ (ceR) 0
R " (neN~{0})|n-a?
10, oo] z* (a €R) a-x!
R e’ e’
10, 00| Inz 1
R cos T —sinz
R sin x cos T
]R\{:I:%,:I:%’r,...} tanz ﬁ
]—1,1] oS T i
]—1,1] s_nlm: -
R t;&lzn Tlﬁ

HAUPTSATZ (Ableitungsregeln) FEs scien f und g differenzierbare Funktionen :

(i)  Faktorregel

(ii) Summenregel

(iii) Produktregel
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6.2 Berechnung von Ableitungen

(v) Kettenregel

-1
(vi) Umkehrregel Ist f die Umkehrfunktion von f und ist f'(x) #0 , so ist

(7)W= firy=1@)

oder

BEISPIEL 1 Sei P(2) =ayn-2" 4+ ap_1-2" ' +...a; - +ag . Da (z") = n-2""! erhalten
wir aus der Faktor- und Summenregel

P@)=n-a,- 2" '+n—-1)a,1-2"%+...+a .

BEISPIEL 2 Wenden wir Faktor- und Summenregel formal auf die Exponentialreihe

- _, 2 28 "
e’ =exp(z) = +x+§+§+'”+ﬁ+'”
an, so erhalten wir
i 2l 22 21
(e )/:exp'(a:):0+1—|—2-§—|—3-§+...—|—n- =
9 ZIZ'2 l.nfl B
= +x+a—|—...+(n_l)!—i-...—exp(a:)

BEISPIEL 3 Fiir die Exponentialfunktion zur Basis a > 0
r—a":R— R

gilt nach Definition 3.3

o — ena
Aus der Kettenregel mit f = exp und ¢ : x — x - Ina folgt
(az)/ _ (e:v~1na)/ — e g ,
da f" = exp’ = exp und ¢ (z) = Ina gilt.

Dies zeigt nun auch die ausgezeichnete Bedeutung der Basis e : Unter allen Exponential-
funktionen ist die Gleichung f’ = f genau fiir a = e erfiillt.

BEISPIEL 4 Analog bekommt man

(6*12)/ = [exp (—x2)]/ = exp’ (—27%) - (—2z) = exp (—2?) - (—22) = —2z - e
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Berechnung von Ableitungen 6.2

BEISPIEL 5 Sein € Nx {0} und = # 0 . Aus der Quotientenregel folgt
<1)’_0-x"—1~(:c")’ —n " 1 1

I»TL

= = N -— = —Nn- —
(ZIZ’")2 r2n p2n—n+1 ntl

Auf R ~ {0} gilt somit fiir alle n € Z

BEISPIEL 6 Da In die Umkehrfunktion von exp ist, gilt nach der Umkehrregel mit y =
exp ()
1 1

W) = @~ en@

Wir erhalten also wieder das entsprechende Resultat aus der Tabelle.

BEISPIEL 7 Fiir die Funktionen f (t) = c¢- e®" | die exponentielles Wachstum beschreiben
(Scholie 3.1), erhalten wir aus der Kettenregel

fft)=c-e*"a=a-f(t) .
(@)

Bei exponentiellem Wachstum ist also die momentane relative Wachstumsrate 50} konstant;

der Faktor a im Exponent ist gerade diese relative Wachstumsrate.

BEISPIEL 8 Wir konnen nun auch Funktionen konkret angeben, die die Reaktion eines
Lebewesens in Abhingigkeit von der Intensitét I eines dufleren Reizes angeben. Im Beispiel
6.1.1 hatten wir dafiir die Beziehung R' (/) = ¢ hergeleitet. Nach der Tabelle kann man
"erraten”, dafl diese Differentialgleichung fiir

R(I)=Ry+a-Inl
erfiillt ist. In der Tat ist

(Ro+a-Inl) =a-In'(I) :% !
Bezeichnet man mit [ die Schwellenintensitéit, bei der die Reaktion einsetzt, d.h.

R(I)) =0,
so erhalten wir
0=R(lp) =Roy+a-Inly,
also
Ry=—a-Inl .

Das Gesetz von Weber-Fechner lautet somit

I
R(I):wlnfo—a-lnlozwlnl—.
0
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6.2 Berechnung von Ableitungen

Wegen dem werden Intensitéiten hiufig in einer logarithmischen Skala angegeben, z.B. die
Schallintensitit in Dezibel , abgekiirtzt in dB . Die Schwellenintensitit I beim Horen (bei
einer Frequenz von 1000 Hz = 1000 Schwingungen pro Sekunde) ist ungefihr 1072 W m~=2 und
man sagt, die Intensitét [ betrigt

I
10 - logy (I_o) dB = 10 - logy, (10'*- 1) dB .
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Monotonie und Extrema 6.3

6.3 Monotonie und Extrema

Das Vorzeichen der Ableitung einer Funktion f bestimmt weitgehend das Verhalten der
Funktion: z.B. ist einsichtig, dafl bei stets positiver Ableitung, also positiver Steigung der
Tangente bzw. positiver aktueller Verdnderungsrate, die Funktion streng monoton wachsend
ist.

HAUPTSATZ (Monotoniekriterium) Fs sei I C R ein Intervall und f : I — R
differenzierbar. Dann gilt

()

(i)
(iii)
(iv)

fr(z) =0 fir allex € I <= [ ist monoton wachsend.
fr(z) <0 firalexel <= f ist monoton fallend.
fr(x) >0 firallex € I = [ ist streng monoton wachsend.
fr(z) <0 firallex €I = [ ist streng monoton fallend.
BEISPIEL 1 Sei

A-x
k+x

v:[0,00] — R:z+—
mit A, k > 0 (vgl. Beispiel 2.2.3). Dann ist
A-(k —A-z-1 Ak
v (z) = (k+2) 5 G 5 >0 flirallex >0,
(k+z) (k+z)

also ist v streng monoton wachsend.

Vorzeichenwechsel von f’ geben Kriterien fiir Extrema :

HAUPTSATZ (1. Kriterium fiir lokale Extrema) FEs seien I C R ein Intervall, f :
I — R eine differenzierbare Funktion und es gelte f' (x1) =0 fir einx; € I .

(i)  Gibt es ein xg , so dafS f' (z) > 0 fir zo < x < x1 und gibt es ein x5 , so daff f' (z) <0
fir x; < x < xo , dann ist f(x1) > f(x) fir g < x < x9 mit © # x1 , d-h. f hat in z1 ein
lokales Mazimum.

(i1)  Gibt es ein o , so daf f'(x) <O fir xo < x < x1 und gibt es ein x2 , so daff f'(x) >0

fir x; < x < xo , dann ist f(x1) < f(x) fir g < x < x9 mit © # x1 , d-h. f hat in z1 ein
lokales Minimum.

BEISPIEL 2 Sei
A-x
vilbiool —Rie— s
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6.3 Monotonie und Extrema

mit A, k, R > 0 (vgl. Beispiel 2.2.3). Dann ist

A-(k+z+R-2*)—A-z-(1+2R-x) A-k—A-R-2?

U/<'r): 212 - 2\2
(k+z+R-2?) (k+x+R-2?)

A-(k—R-z%
(k+z+R-22)*"

Also ist v’ (x1) = 0 dquivalent zu
A- (k:—R-a:f) =0,

dann zu

und somit zu
k
n= VR

V' () >0 firxz e [0,z

da z; > 0 . Weiter gilt

und
V' (z) <0 fiir x € Jzg,00[ .

v hat also ein lokales (sogar absolutes) Maximum in z; und ist in den Teilintervallen [0, z1[ und
|z1, 00| streng monoton wachsend bzw. fallend. Ferner nach Beispiel 5.5.3 ist lim, oo v () =0
und es gilt v (0) =0, v' (0) = £ | sowie

k
A% AL E
\/%H%-(\/%)Z_zkju £ 2VER+1

Damit sind alle wesentlichen Informationen iiber den Funktionsverlauf gegeben (vgl. Beispiel
2.2.3).

v (71) =
k +

BEMERKUNG Die Untersuchung einer Funktion f : I — R enthiilt i.a. die folgenden
Schritte :

e Berechnung der Ableitung.

e Bestimmung des z; € I mit f' (zx) =0 .

e Bestimmung des Vorzeichens von f’ in den Intervallen |z, x4 -

e Untersuchung des Verhaltens von f in den Randpunkten des Definitionsintervalls.

Zerfillt Dy in mehrere Teilintervalle, so ist f in jedem davon gesondert zu untersuchen.
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Monotonie und Extrema

6.3

BEISPIEL 3 Eine der bekanntesten Anwendung von Extremwertproblem ist die Untersu-
chung der Honigwabe der Biene. Die Wabenform ist durch die Angabe eines Winkels « be-
schreibbar. Der optimale Winkel, bei dem der Wachsverbrauch minimal ist, liegt nahe beim

Mittelwert aus den gemessenen Werten, die eine Streuung um einige Grade aufweisen.

Die Oberfliche der Wabe ist durch

352 V3 —

S(a) = Ghos s 35 V3 cosa
2 sin o

gegeben. Sie ist minimal fiir die Losung a; der Gleichung S’ («;) = 0, d.h. von

sin oy - sinoy — (\/§ — COS 041) - COS (/1 1—+/3 " cos Qg
sin® oy sin? oy

oder
1

cosa] = — .
1 73
Somit ist

1
o = arccos — = b4.7...° ~ 55° .

V3

Fiir mehr Information siche Batschelet !, Beispiel 9.7.3, S. 238 und ff.

! Eduard Batschelet, Einfiihrung in die Mathematik fiir Biologen, Springer, Berlin, 1980
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6.4 Hohere Ableitungen

6.4 Hohere Ableitungen

DEFINITION Ist die Ableitungsfunktion f’ einer differenzierbare Funktion f auch diffe-
renzierbar, so heif3t f zweimal differenzierbar und

=
die zweite Ableitung von f .

Das Vorzeichen von f” ergibt weitere Informationen iiber den Funktionsverlauf, z.B.

SATZ Sei f: I — R zweimal differenzierbar.

(i) Gilt f"(x) > 0 fir alle x € I , dann ist die Steigung der Tangenten streng monoton
wachsend, d.h. der Graph von f liegt oberhalb jeder Tangente. Insbesondere ist f konvex .

(i) Gilt f"(x) < 0 fir alle x € I , dann ist die Steigung der Tangenten streng monoton
fallend, d.h. der Graph von f liegt unterhalb jeder Tangente. Insbesondere ist f konkav .

Ahnliche Uberlegungen fiihren zu

HAUPTSATZ (2. Kriterium fiir lokale Extrema) Sei f : Dy — R zweimal stetig
differenzierbar und es gebe ein ©1 € Dy mit f' (1) =0 . Dann gilt

(i) st f"(z1) >0, so besitzt f ein lokales Minimum in xy .

(i) Ist f" (z1) <0, so besitzt f ein lokales Maximum in x; .

BEISPIEL Wird eine Droge zur Zeit t = 0 in einen Muskel injiziert und gelangt anschlieffend
in die Blutbahn, so wird die Konzentration f (¢) fiir ¢ > 0 annéhernd durch

f)=c- (e - e_b't)
mit Konstanten b > a > 0 und ¢ > 0 gegeben.
Zur Bestimmung der lokalen Extrema berechnen wir
ft)y=c (—a-e®+b-e?)=c e (—a e +b) .
Es ist genau dann f’(t;) = 0 , wenn

—a - e(b_a‘)'tl _I_ b — 0

ist, d.h.
elb—a)ta p (%)
oder
t 1 1 b
= “In— .
b a
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Hohere Ableitungen 6.4

Um festzustellen ob in diesem Punkt ein lokales Extremum vorliegt, berechnen wir

() =c- (a2 Lemat _p2. efb-t) — .ot (a2 elb—a)t _ 62) '
Aus (x) folgt

b
' (t) =c- o bt (a2 Celb—a)tn _ 62) _ C,e—%a-lng ) (a2 2 b2) _

da ¢, b und e el alle > 0 sind, aber a — b < 0 ist. Damit hat f in ¢; ein lokales Maximum.
Man beachte, dal man
_bogpb b\ e (a)b—ba
e b—a a — — — —
a b
schreiben kann.
0.257
0.21
0.157
0.17

0.05]

c=1,a=1,b=2
t1:1n220.69, f(tl):i
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